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１３ 差分方程式（１）
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１３．２ 差分方程式の解法

（＊）の一般解 = + （＊）の１つの特殊解

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = h(n) （＊）

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

の右辺 = 0 とおいた式（同次式）

k 個の初期値

初期値問題の解（特殊解）

（同次解）
（**）の一般解
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１３．２．１ 同次解の性質（１）

（１） g(n) ：（**）の解 ⇒ Ag(n) ：（**）の解
（A は任意定数）

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

仮定より

C0 g(n) + C1 g(n1) + ・・・+ Ck g(nk) = 0

辺々 A 倍すると

C0 Ag(n) + C1 Ag(n1) + ・・・+ Ck Ag(nk) = 0

∴ Ag(n) は（**）の解
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１３．２．１ 同次解の性質（２）

（２） g1(n), g2(n) ：（**）の解 ⇒ g1(n)+g2(n) ：（**）の解

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

仮定より

C0 g1(n) + C1 g1(n1) + ・・・+ Ck g1(nk) = 0

辺々足し合わせると

C0 { g1(n)+g2(n) } + C1 { g1(n1)+g2(n1) } + ・・・

+ Ck { g1(nk)+g2(nk) } = 0

∴ g1(n)+g2(n) は（**）の解

C0 g2(n) + C1 g2(n1) + ・・・+ Ck g2(nk) = 0
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１３．２．２ （＊）の一般解

g1(n)：（＊）の特殊解

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = h(n) （＊）

仮定より C0 g1(n) + C1 g1(n1) + ・・・+ Ck g1(nk) = h(n)

辺々足し合わせると

C0 { g1(n)+g2(n) } + C1 { g1(n1)+g2(n1) } + ・・・

+ Ck { g1(nk)+g2(nk) } = h(n)

∴ g1(n) + g2(n) は（＊）の解

C0 g2(n) + C1 g2(n1) + ・・・+ Ck g2(nk) = 0

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

g2(n)：（**）の一般解
g1(n) + g2(n)：（＊）の一般解
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１３．２．３ （**）の一般解の求め方

基本方針： f (n) =  n とおいて（**）に代入し， を求める

C0 n + C1  n1 + ・・・+ Ck  nk = 0 （＋）

（**）の特性方程式

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

f (n) =  n  とおいて（**）に代入

辺々  nk で割ると

C0 k + C1  k1 + ・・・+ Ck = 0 （++）
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特性方程式の解がすべて異なる場合

 1,  2, . . . ,  k： (++）の異なる解

は（**）の解（一般解），（各 Ai は任意定数）

C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

f (n) = 1
n, f (n) = 2

n, . . . , f (n) = k
n

はすべて（**）の解

同次解の性質（１）,（２）より

C0 k + C1  k1 + ・・・+ Ck = 0 （特性方程式） （++）

f (n) = A11
n + A22

n + ・・・+ Akk
n
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特性方程式が m 重解をもつ場合
C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

f (n) = nℓi
n （0≦ℓ ≦ m1 ）は（**）の解

C0 k + C1  k1 + ・・・+ Ck = 0 （特性方程式） （++）

 i ：（++）の m 重解 C0 ( i  )m(・・・) = 0

C0 n + C1  n1 + ・・・+ Ck  nk = 0 （＋）

（＋）の両辺を で微分

C0n n1 + C1 (n1) n + ・・・+ Ck (nk) nk1 = 0 （＃）

 i ：（++）の m 重解  i ：（＋）の m 重解

 i ：（＃）の m1 重解

ℓ = 0 のとき， f (n) = i
n は（**）の解
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特性方程式が m 重解をもつ場合
C0 f (n) + C1 f (n1) + ・・・+ Ck f (nk) = 0 （**）

C0n n1 + C1 (n1) n + ・・・+ Ck (nk) nk1 = 0 （＃）

 i は（＃）の m1 重解であるから

C0n i
n1 + C1 (n1) i

n + ・・・+ Ck (nk) i
nk1 = 0

辺々  i 倍すると

C0n i
n + C1 (n1) i

n + ・・・+ Ck (nk) i
nk = 0

∴ f (n) = ni
n は（**）の解

同様の議論を m2 回繰り返す

f (n) = nℓi
n （0≦ℓ ≦ m1 ）は（**）の解

∴ f (n) = （A1n m1 + A2n m2 + ・・・+ Am）i
n は（**）の解
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同次方程式の解法例（１）

f (n) = f (n1) + f (n2) （＊）

特性方程式は

例１）フィボナッチ数列

f (n)  f (n1)  f (n2) = 0

 2  1 = 0

2
51

よって（＊）の一般解は
nn

AAnf 
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51)( 21 （A1, A2 は任意定数）

f (0) = f (1) = 1 なる特殊解を求めよ

1
2

51
2

51)1( 21 






 






  AAf

f (0) = A1 + A2 = 1

A1 , A2 を求める
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同次方程式の解法例（２）

特性方程式は

例２） 特性方程式が重解をもつ場合

4 f (n)  20 f (n1) + 17 f (n2)  4 f (n3) = 0 （＊）

4 3  20 2+ 17  4 = 0

よって（＊）の一般解は
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（A1, A2, A3 は任意定数）
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